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FISICA QUANTICA |
(Aulas 8 e 9: Medidas e Observaveis )

6.1 MEDIDAS

Ja desenvolvemos a mateméatica do espaco-ket e agora estamos prontos
para discutir a teoria quantica dos processos de medida. Um dos objetivos
primarios de um experimento é determinar informacéo suficiente sobre o estado
de um sistema, em um dado instante de tempo , para capacitar a previsdo do
comportamento subsequente do sistema. Isto €, nds gostariamos de medir
observaveis suficientes em um tempo ty para sermos capazes de prever a
evolucéo do sistemaem t >ty .

No entanto, em mecanica quantica, tais previsdes sdo impossiveis, a nao
ser que saibamos o0 que a medida pode fazer com o estado KET (lembre-se do
primeiro postulado: o estado KET contém toda a informacdo sobre o sistema
fisico). Diferente do fisico classico, o fisico quantico tem que conviver com uma
inevitavel interacdo observador- observado que pode ser resumida na seguinte
regra: é impossivel realizar uma medida sobre um sistema microscopico que nao
perturbe o sistema de uma maneira significante, imprevisivel e incontrolavel.

A definicdo de medida sobre um sistema microscépico é téo crucial para o
Nosso presente interesse que faremos uma discussdo mais detalhada. Uma idéia
central para a interpretacdo da mecéanica quantica € o conceito de “ensemble” de
sistemas microscopicos. A palavra inglesa “ensemble” significa conjunto. Um
“ensemble” é uma colecdo contendo um numero muito grande de sistemas
idénticos e que ndo interagem, todos preparados no mesmo estado quantico.
Sistemas individuais em um “ensemble” sdo denominados membros. Assim, de
acordo com o primeiro postulado, qualquer estado do “ensemble” pode ser
representado por um KET |a > . Aqui nés consideraremos apenas “ensembles”
nos quais todos os membros podem ser caracterizados pelo mesmo KET | o >. Tal
“ensemble” é denominado ensemble puro. Para exemplificar um ensemble puro,
podemos usar o ja badalado experimento de Stern-Gerlach. Um feixe de atomos
de prata que sobrevive ao primeiro aparato SG-z com a componente S,—
bloqueada é um bom exemplo de ensemble puro, pois todos os atomos do feixe
(existem muitos atomos no feixe e cada atomo € um membro ) sdo caracterizados
pelo mesmo KET | S, ; + >.

Quando falamos em “uma medida de um observavel A no instante de tempo
ta “, queremos dizer que realizamos uma medida simultanea de A sobre todos o0s
membros do ensemble. Sabemos que a medida deve mudar o estado do sistema.
Agora podemos nos perguntar: 0 que muda em um sistema, quando realizamos
uma medida de um observavel A? Seguindo Dirac, respondemos: “Uma medida
sempre fard& com que o sistema salte para um dos autoestados da variavel
dindmica que estd sendo medida”. Assim, antes que uma medida de um
observavel A seja feita, assumimos que o sistema seja representado por alguma
combinacgéao linear dos autokets de A, como segue
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Quando a medida é realizada, o sistema é atirado em um dos autoestados
(autokets), digamos |a'> , do observavel A. Em simbolos,

la > > |a
medida de A
No experimento Stern-Gerlach, um atomo de prata do feixe que sai do forno com
orientacdo de spin arbitraria (que é um sistema fisico) mudara para |S, ; + > ou
|'S, ; - > quando passar por um aparato do tipo SG-z. Logo, a medida usualmente
muda o estado. A Unica excecao a essa regra aparece quando o estado ja estava
em dos autoestados do observavel que esta sendo medido. Nesse caso

>

la’ > » |a >
medida de A
Quando a medida muda | o > em | a’ >, dizemos que o resultado da medida de A é
a.

Dado a expresséao (6.1), que representa o estado KET de um sistema fisico
antes da medida, ndo poderemos saber de antemao em qual dos varios |a’ > ‘s o
sistema serd atirado como resultado da medida. A teoria quantica podera nos dar
uma resposta apenas probabilistica, isto €, poderemos saber a probabilidade do
sistema ser encontrado, ap6s a medida, em algum |a’ > particular. Com isso em
mente, introduzimos o terceiro e 0 quarto postulados da mecéanica quantica:

Terceiro Postulado: O unico resultado possivel de uma medida de um observavel
fisico representado pelo operador A € um dos autovalores desse operador.

Quarto Postulado: Quando um observavel fisico € medido em um sistema descrito
pelo KET normalizado | o >, a probabilidade de encontrarmos um autovalor a’ do
correspondente operador A é < a'|a >/?, onde |a > é um autoket normalizado
de A associado ao autovalor a’ .

Agora fica claro porque definimos um ensemble contendo um grande
namero de sistemas fisicos idénticos. A razdo esta na interpretacédo probabilistica
resumida no quarto postulado. Se estamos falando em probabilidade, entdo
temos que fazer muitos experimentos idénticos para testarmos as previsées da
teoria. Com isso em mente, fica surpreendentemente facil ver que uma medida
deve mudar o estado do sistema. Imagine que queremos medir um observavel
representado por um operador A. Suponha que o arranjo experimental é tal que o
estado antes da medida ndo seja um auto-estado de A, i.e., existe uma incerteza
com relacdo ao observavel A, que denotaremos por AA (mais tarde definiremos tal
incerteza). Em termos de um ensemble, essa condicdo significa que em um
instante antes da medida, os membros do ensemble n&do tém um valor definido
para o observavel; nessa situacao, seus estados podem ser os Varios possiveis
valores do observavel, qualquer um dos quais pode aparecer na medida. Esses
valores, agora sabemos, estdo entre os autovalores do operador A. Agora pense




sobre o que acontece ao ensemble quando medimos o observavel A: cada
membro exibe um dos possiveis autovalores de A. Apés a medida, cada membro
exibira um autovalor de A, o valor que ele exibe na medida, e assim estara em um
auto-estado de A. Mais tarde faremos uma andlise critica da estrutura da teoria
apresentada até agora.

Obviamente a probabilidade para o acontecimento de qualquer coisa deve
ser ndo negativa. Mais ainda, as probabilidades para as varias possibilidades
alternativas devem ser adicionadas a unidade. Ambas essas expectativas estao
contidas no quarto postulado.

Iremos agora definir o valor esperado de A tomado com respeito a |a. >,
como segue:

<A>,=<al Al a>. (6.2)
A expressao acima € uma definicdo. No entanto ela concorda com a nossa nogao
intuitiva de “valor médio”, pois

<A>i=<al Al a>= 33 (ofa (e Aa)ala) = Dai(ala)]. (63

a

Note que no ultimo termo, temos o valor medido a’, multiplicado pela probabilidade
de obte-lo. Basicamente temos uma média ponderada, onde os coeficientes de
ponderagdo séo as probabilidades.
Observacao: nao confundir autovalores com valor esperado.

Para exemplificar todo esse formalismo, usaremos novamente o sistema de
dois estados que temos analisado ao longo do curso, i.e., 0 sistema de spin %2 .
Nossa analise anterior s6 nos levou a expressao e autokets do operador S;. Os
resultados do experimento de Stern-Gerlach em sequéncia combinados com 0s
postulados da mecanica quéantica discutidos até agora sdo suficientes para
determinarmos também os autokets e expressdes para os operadores Sy e S,.
Veja a figura abaixo!
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Fig. 6.1. Experimento de Stern-Gerlach em sequiéncia. O autoket | S, ; — foi bloqueado.

Este resultado experimental mostra que a probabilidade do estado
| S, ; +> ser atirado em |S, ; +> ( que denotaremos por | + > como anteriormente)
€ Y% . Logo, usando o formalismo matematico escrevemos esse resultado
experimental como

(+]S.)| =[] S.-) =112 (6.4)



Lembrete: < Blo. > pode ser lido como a amplitude de probabilidade de um
determinado sistema que esta no estado | a > ser atirado (por algum aparato de
medida) em um estado | B >.

Com o experimento esquematizado na figura (6.1) e a expressao (6.4) em
m&os perguntamos: quais os autokets |S, ; +> e [|S, ; — ? Se o feixe
| Sy ; +> se divide em dois feixes |S, ; +> e |S, ; — com iguais intensidades ,
entdo podemos escrevé-lo como uma combinacéo linear de |S, ; +> e S, ; —
(usaremos a representacdo |+> e | —> para esses dois autokets de S, ) da
seguinte forma :

|Sx;+>=al+> +b [, com |a=]b|. (6.5)

Mas a teoria nos diz que < Sy ; +/ Sy; +> =1, onde < Sc; +|= a"(+|+b"(-|. Sendo
os autokets | +> e | = ortonormais e usando (6.5) temos

<SyHS +>= aa”(+|+)+a'b(+|-) +b"a(-|+)+bb*(-|-)=1, ou |a|2 +|b|2 =1, ou
ainda 2al° =1—a| =|b|=1/+2. Lembrando que a e bs&o nimeros complexos,
podemos entao escrever

1 i6; _ 1 i6;

b ﬁe ou a ﬁe : (6.6)
onde 3; € um nimero Real. Usando o fato de que a fase ndo tem importancia
fisica, escolhemos o coeficiente do autoket | +> como sendo Real e positivo por
convencao. Assim

i5,

1Sy +>= +—e

\/_| +) -) . (6.7)

O ket | S, ; -> deve ser ortogonal a|S; ; +>, VIS'[O que eles sdo mutualmente
exclusivos. Esse requerimento nos leva a

|Sx;'>:%|+>_ -, (6.8)

onde novamente o coeficiente de | +> foi escolhido Real e positivo. Com (6.7) e
(6.8) em maos podemos rapidamente construir uma expressao para o operador Sy
bastando usar a equacao (5.26). De (5.26) temos

S, :%U S, )(S, i+ SX;—><SX;—|], e apOs usarmos (6.7) e (6.8) obtemos :

i6,

| )+]- (6.9)
Note que, como esperado, Sx € Hermitiano. A prova ja foi feita em sala de aula,
mas seria interessante que vocé demonstrasse isso novamente. Um argumento
similar ao anterior com Sy trocado por Sy leva a

+){~|+e

S, :g[ei51

ISy £>= —|+>ii

N e2|-), (6.10)



S, = e #)(- |+ )] (6.11)

Nossa solucdo ainda ndo esti4 completa, pois ndo conhecemos 0s numeros
Reais 61, 82 que aparecem nas expressoes (6.7) a (6.11). Para determinarmos tais
constantes devemos usar uma informacdo ainda ndo explorada, a saber, a
invariancia dos sistemas fisicos sob rotagfes. Os resultados dos experimentos de
Stern-Gerlach em sequéncia seriam analogos aos da figura (6.1) se giramos o
campo magnético que aponta ao longo de z, por 90°, fazendo-o apontar ao longo
da direcéo y (ver fig. (6.2) ).

Sy +>

[ Sy +>
| o> iguais intensidades
SGx

j > | Sy;—>

Fig. 6.2: invariancia das leis fisicas com relacéo a rotacoes.

Aqui também teremos:

(s, :]8,:+)|=|(s, ]| =1/+2. (6.12)
Usando (6.8) e (6.10) e inserindo em (6.12) obtemos:
%\ueWﬁ :%. (6.13)

A equacao acima tem solucdo somente se o, -9, =+ /2. Fica facil ver entédo que
os elementos de matriz de Sy, Sy ndo podem ser Reais. Se um deles for Real, o
outro deve ser puramente Imaginario. Esse exemplo mostra novamente que a
introducdo de numeros Complexos em mecéanica quantica € uma caracteristica
essencial. Com o resultado (6.13), € conveniente escolhermos Sy como Real e
usar 0, =0. O segundo angulo de fase &, deve entdo ser + /2. Mas ainda existe
uma ambigiidade e isso n&o € surpresa. Quando escolhemos o, =0,
especificamos apenas as direcdes X e Z, mas ndo a direcdo V, i.e., ndo
especificamos o sistema de coordenadas. A escolha ¢, =7 /2é consistente com o
sistema de coordenadas tradicionalmente usado, esquematizado abaixo.

Fig.6.3: Sistema de coordenadas
consistente com nossas
convencoes.



Abaixo fazemos um quadro resumindo o que deduzimos até agora, escrevendo as
expressodes para os operadores Sy e Sy, além de seus autokets na base de S,.
Lembramos novamente que todos os resultados se basearam no experimento de
Stern-Gerlach e nos postulados da mecanica quantica.

Resumo
1 1
[Se; 5= |4}t |-
o> = )|
|Sli S == iL_l
i 2= )|

s, =2 [+ +1]-)+ ]

Os operadores S, definidos por S, =#|+)(-| e S_ =4|-)(+| podem também

ser escritos em termos de Sy e Sy como segue
S, =S, %iS,. (6.14)
Essas relacdes podem ser facilmente verificadas usando o quadro acima.
Agora iremos definir algumas relagbes que serdo extremamente
importantes em nosso curso. Primeiro definiremos o comutador de dois
operadores A e B:

[A,B]= AB-BA (6.15)
O anticomutador é definido como:
{A,B}=AB+BA. (6.16)
Para 0 nosso sistema de Spin %2 é facil checar que :
S:,S, |=ieu Sy, (6.17)
e
ls,.5,)=1n2s,. (6.18)
i 2 ij

Para fecharmos todos os operadores que podemos trabalhar nesse sistema
de dois estados, podemos definir mais um operador Hermitiano como segue

§°=S55=S°+S,7+8,%. (6.19)



Esse operador é associado ao quadrado do momento angular de spin. Usando a
relacdo de anticomutagéo (6.18), vemos facilmente que
§2 .32, (6.20)
4

isso é, para sistemas de spin ¥ o operador S? é uma constante vezes o operador
identidade. Sendo assim esse operador comuta com as trés componentes de spin
Sx, Sye S;, ou seja

52,5, ]=0. (6.21)

No final do curso, mostraremos que para sistemas de spin maior que % , S? n&o
sera multiplo do operador identidade. Entretanto, a relacdo (6.21) continuard
valida.

Note que a equacdo (6.20) pode ser escrita como S? =s(s+1)#2 , onde
s=1/2 . Assim, embora classicamente pensariamos que o maior valor possivel da

componente-z (ou qualquer outra componente ) de S seja exatamente S _isto &,
\/§_ em mecanica quantica o0 maximo de S, sera sempre um pouco menor que
S, pois sk (ou seja, n/2) € sempre menor que +/s(s+1)i =+/37/2. “O momento
angular ndo esta nunca apontando completamente ao longo da direcao-z !

PROBLEMAS

1. Mostre que os operadores S;, Sx e Sy, tém as seguintes representacdes por

h h

matrizes: S, =—o,,S, =—o,,S iﬁa
2 2

Sy =50y, onde as matrizes o,,0,,0, S&0 as

matrizes de Pauli dadas por:

T ey )

Algumas vezes usaremos 0s indices 1, 2 e 3 para X, Y € z respectivamente.
Obtenha as relacbes de comutacdo entre esses operadores usando essa
representacao.

2. Vocés ja podem fazer praticamente todos os problemas do livro envolvendo
espacos KET discretos. Obs: nos problemas 2 e 3 aparecem as matrizes de
Pauli.

3. Problema Resolvido ( Livro texto Sakurai , pagina 61, problema 9)
Encontre |S.n; + > tal que
S.A|S.N;+>=(hA/2)|S.N; +>

onde N é caracterizado pelos angulos o, B ( mostrados na figura do livro , pag. 62 ) . Expresse sua
resposta como uma combinacéo linear de|+>e |->.



Solugéo : A é um vetor unitario arbitrario , apontando em certa direcao do espaco fisico tridimensional . Desta forma

A

podemos escrever N=n,| + n, J+ n, K, com n, =sen fcos , ny=senpsen a |,

A

n,=cos £. Sendo §:SX i+ Sy j+ S, k,temos: S. A = sen Bcos a Sy + sen fsen a Sy +
cos B S; Masoket |S. A ; + > também pode ser expandido em termos da base de S, , { /+>,/—> }, ou seja
|S. N; +>= a/+>+ b/—>,onde /a/?>+ /b/?= 1(condi¢do de normalizacdo ). Assim , lembrando que Sx
=(R12)( |+><—] + |=-><+]), Sy=( P h12)(-|+><—-] + |—-><+]) e
S;=(h/2)(|+><+|=|-><-]), temos

S.A|S.N;+>=(A/2)|S.N; +>
ou

(sen fcos aSy+ senfsena Sy+cosf S;) (a/+>+b/->)=(hi2)(a/+>+b/->)

da qual obtemos as seguintes relagdes :

(sen fcos -1 sen fsen )b +(cosf)a= a (1)
(senfcosa+i sen fsen a)a -(cos B)b=b (2)
O complexo da primeira equagéo do sistema acima é ( sen # cos a + i sen fsen @) b +(cos f)a = a’.
Multiplicando essa equacgdo por a e a equagao (2) por b- , temos

(sen B cosa +i sen Bsen a)b a+(cos B) /a/?= Ja/? (3)
(sen fcos a+i sen Bsen a)ab - (cos B)/b/?= /b/? (4)
Subtraido (3)e (4) e usando a condigéo de normalizagéo ,vem /a/?- /b /2= cos p . Usando novamente a
condi¢do de normalizagéo, obtemos

Ja/?=(cosB+1)/2,0u a= cos(B/2)e'?. ( Aqui usamos a identidade
cos(B/2) =[(cos p+1)/2] * eofatodea ser complexo. Destaforma b=sen( /2 )e'" Precisamos
determinar as fases @, v. E facil ver daequacgdo (1) que atambém pode ser escrito como

az[(senﬁ)e‘“"]b/(l— cos 3) . Usando os valores obtidosde aeb ,istoé, a= cos(g/2)e'’ b=
sen( B/2)e'", vem

el =e™(v" 9 istoé, a=v - 6. Escolhendo =0 segue v= a.Logo

[S.A; +>=cos(P/2) |+> + sen(p/2)e'®|->

Fim do problema 9 do livro texto.
4- Mostre que ,se L e M sdo operadores Hermitianos, entdo os operadores

F=(1/2) (LM +ML) e G=(i/2) (LM - ML),
também sdo Hermitianos.

5- Para os operadores L e M satisfazendo a condigdo LM — ML = 1,encontre LM 2~ M?L .

6- Para os operadores L e M satisfazendo a condicdo LM — ML = 1,(ver problema 5),
encontre f(L)M-MTf (L), onde f(L) é uma funcdo qualquer do operador L .

7-PROBLEMA RESOLVIDO: (mais uma colher de cha ! Livro texto Sakurai, pagina

62, problema 10).
O operador Hamiltoniano para um sistema de dois estados é dado por
H=a (|1><1]|-|2><2| +|1><2|+ |2 ><1]),



onde a €é um numero com unidade de energia. Encontre os autovalores e o0s
correspondentes autokets de energia (como combinagéo linear de /1 >e /2 >).

SOLUCAO : neste espago bidimensional , a base é formada pelos autokets de algum operador Hermitiano sendo dada
por { |1>,|2>}. Este conjunto é ortonormal. Fica claro que esta base néo é a base de H (basta apenas
olhar a expresséo para o operador H ). Como queremos calcular os autovalores e autovetores de H,
devemos considerar a seguinte equacéo:

Hiy>=e|y>, (1)
onde e representa os autovalorese | I/ > representa os autokets. Pelo formalismo matematico da Mecénica Quéntica
podemos expandir | i/ > em uma combinagdo linear da base. Assim, escrevemos

| W >=¢|1l>+¢C |2>. (2)
Com a condigdo de que | I/ > sejanormalizado (< ¥ /¥ >=1),temos /c;/ 2 + /cp/ 2 = 1. Vamos primeiro
obter os autovalores e; e e, . Usando a defini¢cdo do operador H dada no problema e as Egs. (1) e (2), temos :

a(ll><1l]-12><2|+|1><2|+|2><1l]).(ci|l>+c|2>)=eci|l>+ec,|2>. (3)
Fazendo o produto explicitamente, obtemos duas equagdes do tipo :
a(c+tcy)=ecy , a(c—-cy)=ec, . (4)

Lembrando que os nimeros a e e sdo Reais, pois estdo relacionados com os autovalores da energia (o operador H é
Hermitiano), podemos escrever as equagdes ( 4 ) tomando suas complexas conjugadas :

a(c +cy)=ec , a(c-c)=ec, . (5)
Multiplicando a primeira das Eqgs. (4) com a primeira das Eqgs. (5) e a segunda das Egs. (4) com a segunda das
Egs. (5) e usando /c,/ 2 + /cy/ ® = 1, obtemos outras duas equacdes da forma :

L1+ ey + o 176 o] P, @i [1- ey - ot 1260 et . (6)

Somando as equacdes (6 ) , obtemos os dois autovaloresde H: e =+ +/2 a. Para determinarmos os correspondentes
autovetores , podemos usar qualquer uma das equagdes (4 ). Usando a primeira , temos :

a(c;+cy)=ec, ¢ (a—-e)=-ac,. Parao primeiro autovalor e = \/Ea,seguecl(a— x/Ea) =-acy,o0u
c1=¢y / (\/E -1) .Usando novamente /c,/ %+ /c,/ 2= 1, podemos obter c, e ¢, que substituidos na Eq.(2) levam a

|l//1>=(2(2-x/§)’1’2(\1>+(\/E-l)\2>), para e:x/Ea. Da mesma forma

W o>=(2(2 +\/§)‘1’2( [1>- ( \/§+1) |2>), para e= -x/Ea. Tentem fazer este mesmo problema
usando a representagdo por Matrizes!

Fim do problema 10 do livro texto.

8. Dado os operadores (matrizes de Pauli)

R R

prove as seguintes relagdes:
(@) sen(o, @)=0,5eng;

(b) cos(o, p)=cosg.

9. Encontre as autofuncdes e autovalores para os operadores o, € o, .



Os problemas a seguir envolvem espacos continuos que vocés comecarao a estudar na aula
de 09/04/2000 (isto é, na aula em que essa lista serd entregue . Portanto, podem colocar a
mé&o na massa! )

10. Encontre as relagdes de comutagédo para 0s seguintes operadores:

(a)xei; (b) inV e A(F) ; (c)ie f(r,0,¢).
dx o

11. Encontre a relacdo explicita para os seguintes operadores:
d Y d )
a) | —+x| ; b) | x— | .
@(grx) o [x5]

12. Ache o operador translacdo que mapeia y (X)em w (x+a).

A Estrutura da Mecanica Quantica
(resumos e comentarios)

Anteriormente, tivemos a oportunidade de ver quatro postulados da
Mecanica Quantica. Falta ainda um postulado e o objetivo dessa secdo sera
colocéa-los todos juntos e fazer uma analise critica da teoria. O postulado que
esta faltando poderia ser colocado como o terceiro e entdo mudariamos a
ordem estabelecida no nosso raciocinio inicial. Trata-se do postulado que
determina a evolucdo temporal, isto €, a dinamica do Ket, introduzido no
primeiro postulado. Mas antes de apresentarmos definitivamente a estrutura da
mecanica quantica, vamos rever alguns conceitos primitivos que sdo comuns
em teorias fisicas. Em geral, 0 assunto de uma teoria € denominado sistema
fisico, o gual toma o lugar do que ordinariamente chamamos “coisa”. Um
sistema pode consistir de muitas partes; sistemas de uma Unica parte sao
chamados simples (individual). O estado de um sistema fisico nos da um
resumo abstrato de todas as suas caracteristicas num tempo especifico sem
se _comprometer com _qualquer _tipo especifico _de caracterizacao.
Caracterizacdes definidas sdo feitas pelas variaveis dindmicas. Pode existir
muitas variaveis que descrevem o mesmo_estado. O estado e as variaveis
dindmicas sdo igualmente importantes em teorias fisicas. Um sistema pode
assumir_diferentes estados em tempos diferentes. Todos os estados possiveis
do sistema estdo englobados em seu espaco de fase. Por exemplo, o espaco
de fase de uma particula classica (sistema simples) € uma multiplicidade
diferenciavel de seis dimensdes. Quando as variaveis dindmicas especificas
sdo escolhidas, o estado da particula pode ser definitivamente descrito,
digamos, em termos de sua posicdo e momentum. A particula é governada
pela equacdo de movimento de Newton, e a variacdo temporal de seu estado
traca uma curva no espaco de fase.




A estrutura da mecanica quantica tem mais elementos. Mais
especificamente, suas varidveis dinamicas (como ja vimos, chamadas
observaveis), tém uma estrutura conceitual mais complicada. Além de
descrever o estado, uma propriedade que ele divide com as variaveis
dindmicas classicas, um observavel também nos da os possiveis resultados de
uma medida. Mecéanica quantica prevé a probabilidade de obter cada
resultado. Nessa secao, consideraremos apenas estados puros de sistemas
fisicos simples (individual) e observaveis com espectros ndo degenerados.

Com o0s conceitos primitivos expostos acima, consideremos agora 0s
postulados da mecanica quantica. Vou escrevé-los novamente, agora de uma
maneira completa, introduzindo o que estava faltando e, portanto, mudando a
ordem estabelecida nas se¢des anteriores. Abaixo de cada postulado faremos
comentarios.

Postulado 1. Um estado de um sistema quantico € representado por um
vetor (raio) unitario |a) em um espagco de Hilbert complexo H.

O assunto da mecéanica quantica € um sistema isolado, cujas interacdes
com o resto do mundo, incluindo instrumentos para a sua medida, séo
negligenciadas. Com muita frequéncia, sistemas simples (individuais) sao
considerados. Tais sistemas ndo s&o meramente ideais; recentes
experimentos tém produzido estados de um unico féton e “capturado” atomos
individuais para registrar suas transi¢cdes. Algumas vezes, um sistema pode
também estar em um ensemble de itens tratados como uma unidade, tal como
uma colecdo de elétrons preparados em algum modo definido (por exemplo,
em um estado de spin up).

Sistemas quanticos sdo geralmente microscopicos, mas apenas a
dimensdo ndo €é um critério suficiente. Por exemplo, o fendbmeno da
supercondutividade pode ser bem extenso, e a barra de Weber elaborada para
experimentos com objetivo de detectar ondas gravitacionais pesa gquase uma
tonelada e mesmo assim ambos o0s sistemas podem ser representados por um
vetor estado quéantico (Ket). Em cosmologia quéntica, todo o universo é
representado por um estado quantico. Podemos entdo considerar o mundo
quantico em regides onde a Fisica classica falha. Tal qualificagdo imp6e um
limite sobre a validade da mecéanica quantica; ndo existe ainda evidencia de
que ela se aplique diretamente a entidades classicas. O limite € “embacado”;
nao temos critérios satisfatorios que separam sistemas quanticos de classicos.

Um estado quantico € o resumo maximo e completo das caracteristicas do
sistema quantico em um momento do tempo. Para efeito de comparacéo, a
qualificacdo acima tem o mesmo significado que a frase “em mecanica
Newtoniana, a equagdo de movimento com condigfes iniciais nos da uma
descricdo completa e maxima da trajetéria de uma particula classica”. A
descricdo do estado consiste de constantes caracteristicas tais como a massa
e a carga do sistema, e as variaveis caracteristicas que mudam no tempo. A
colecdo de todos os estados permissiveis para um sistema quéantico é
representado teoricamente por seu “espaco-estado” (ou espaco de fase), o que
€ um espaco de Hilbert complexo. Um espaco de Hilbert H é uma



generalizacdo do espaco Euclidiano familiar. Ele € um espaco linear cujos
elementos | f > sdo chamados vetores (ou raios). Ele é também equipado com
um produto interno, que mapeia um par de vetores | f; > e | ;> em um numero
complexo < Bl B; >. Dois vetores | ;> e | Bj > séo ortonormais se < Bi| p; > = §;
e um conjunto ortonormal de vetores { | p; >} formam uma base de H se cada
vetor em H pode ser escrito como uma combinacédo linear de seus membros.
Uma base de H é analoga a um sistema de coordenadas na geometria
cartesiana. O numero de vetores da base nos da a dimensé&o de H.

Como ja vimos, um estado quantico € representado por um vetor unitario
|a> , mas lembrando que um vetor unitério é aquele cuja a norma ou magnitude

é igual a 1, (a||a)=1, segue que se |a) representa um estado, entdo e"|a),

onde ¢ € um numero arbitrario chamado fator de fase, também representa o
mesmo estado. As caracteristicas de um estado sdo mais obvias a partir de
suas relacdes com outros estados. Um vetor pode ser representado como uma
combinacdo linear de outros vetores; similarmente, um estado pode ser
expandido em uma superposicao linear de outros estados. Este é o principio
de superposicao quantico. O principio pode ser entendido da seguinte maneira:
a adicdo ou subtracédo de quantidades geralmente levam a uma quantidade do
mesmo tipo; a soma de dois comprimentos € um comprimento, a superposi¢cao
de dois estados quanticos € um estado quéantico. Mecéanica quéantica é peculiar
no sentido que seu proprio espaco de fase possui a estrutura requerida para
suportar as operacdes de adicao e subtracao.

Mais especificamente, |a> pode ser escrito em termos de um conjunto de

estados da base {/¢)} como |a>=z<¢i ||a>|¢i>=Zci|¢i>; Z|C‘|2:1’
i i i

onde a soma |ci|2 é unitaria quando |a> € um vetor unitario. Os numeros

complexos ¢, =(¢4 |a) s@o chamados amplitudes, ou amplitudes de

probabilidades para distinguirmos de outras amplitudes familiares na mecanica

classica. Nao podemos fazer confusdes: o quadrado absoluto |ci|2 € uma

probabilidade; ¢, ndo. A raiz quadrada de uma quantidade ndo €, em geral,

uma quantidade do mesmo tipo; a raiz quadrada de uma area € um
comprimento, mas a raiz quadrada de um comprimento eu ndo sei 0 que é.
Assim, o significado de ¢, n&o precisa ser conferido.

Postulado 2. Um observavel associado com um sistema quantico é
representado por um unico operador hermitiano A atuando sobre seu espaco
de Hilbert.

Um observavel é uma variavel dinamica. Exemplos familiares de
observaveis sdo energia, posicdo e momentum. Eles ndo devem ser
confundidos com seus xaras classicos. O momentum quéntico tem uma



estrutura mais rica que o momentum classico. Alguns observaveis, como o
spin, ndo tem nem analogo classico.

Um operador A é uma transformacé&o linear do espago de Hilbert H nele
proprio. Muitos operadores sdo empregados em teorias quanticas, mas apenas
0s operadores hermitianos representam observaveis. Os operadores
hermitianos se distinguem por possuirem um espectro consistindo somente de
nameros reais. Para um observavel A, o espectro A(A) do operador que o

representa compreende o0 conjunto de todos 0s possiveis valores obtidos em
uma medida de A. Suponha que o observavel A tenha um espectro puro,
sendo que A(A)={a, }, onde os numeros reais a, sdo chamados auto valores

de A. Os auto valores podem ser resultados diretos de experimentos. A
estipulacdo explicita de algumas quantidades que podem ser medidas
justificam o nome observavel, embora os auto valores ou valores espectrais
sdo somente parte da estrutura dos observaveis.

Como uma transformacdo, um operador geralmente muda (mapeia) um
estado em outro. Entretanto, existem estados |a; > tais que, para um
observavel A, temos A |a > =a; |a >. Os estados |a; > sdo0 denominados
autoestados de A. Eles séo invariantes sob a operacéo de A, visto que, tudo o
que A faz é multiplicar o estado | a; > por um fator numérico a; . O conjunto de
estados { | a; > } constitui uma base de H : em termos da base, podemos
expressar qualquer estado ket | ¢ >. Para observaveis com espectro nao
degenerado, cada autovalor é associado com um autoestado. J& vimos que é
muito direto derivar o valor esperado de um observavel A no estado | ¢ >, <A>,
=< | Al >.

Um estado |¢ > ndo estd “amarrado” a um observavel ou uma base
particular. Suponha que B seja outro observavel com um conjunto de
autoestados {| b > }. J4 sabemos que sempre podemos encontrar um operador
unitario U que faz uma mudanca de base de | a; > para | b; >. As diferentes
bases associadas com os diferentes observaveis formam representacées do
estado, por exemplo, a representacdo das posicoes ou a dos momenta. A
amplitude na representacao das posicdes € chamada funcéo de onda.

Dois operadores A e B comutam se AB = BA. Operadores, em geral, ndo
comutam. A ordem das operagbes sdo importantes porque o estado final de
uma operacao € o estado inicial da proxima. Para um conjunto de operadores
que comutam mutualmente A,B,C,..., podemos encontrar uma representacao
cuja a base é formada por autovetores simultaneos de A,B,C,... . Dois
observaveis sdo compativeis se 0s operadores que 0s representam comutam,
e incompativeis se eles ndo comutam. Observaveis incompativeis ndo admitem
autoestados simultdneos e sdo peculiares em mecénica quantica. Exemplo
famoso de observaveis incompativeis sdo o momentum Py, e o observavel
posicdo X. Sua relacdo de comutacao [X , Px ] = in, foi denominada condicéo
quantica fundamental por Dirac. Procurem rever um pouco mais as secdes
anteriores para fixar as idéias aqui resumidas.



Postulado 3. A evolucdo temporal do estado (ket) € governada pela
equacgdo de Schrodinger ih§|z//>: H|y), onde i=+—1, né a constante de

Planck dividida por 2z, e H é o operador Hamiltoniano representando a
energia total do sistema.

A equacao de Schrodinger € uma equacéo diferencial do tipo das equacdes
de movimento classicas. Se o estado (ket) do sistema € dado em um instante
de tempo inicial t = to, entdo ele é determinado para todo t > to. Assim, o estado
quantico evolui deterministicamente no sentido que o movimento de uma
particula classica é deterministico. De fato, os estados quéanticos sdo ainda
bem mais comportados. Mecéanica quantica ndo admite movimentos cadticos
como em mecanica classica, por que a equacao de Schrddinger é linear e suas
solucdes sao periodicas ou quase periodicas.

Postulado 4. O unico resultado possivel de uma medida de um observavel
fisico representado por um operador A é um dos autovalores desse operador.

Postulado 5. Quando um observavel fisico € medido em um sistema
descrito pelo KET normalizado |a >, a probabilidade de encontrarmos um
autovalor a’ do correspondente operador A é |< a’ |a >/? , onde |a’ > é um
autoket normalizado de A associado ao autovalor a’ .

Este € o postulado de Born da mecanica quéantica. Ele ndo diz
absolutamente nada sobre a probabilidade que o estado tem ou sobre a
probabilidade de que o observavel possui um certo autovalor ; a probabilidade e
o autovalor pertencem aos dados observados ou resultados de experimentos. O
conceito de probabilidade é apropriado, pois estamos falando sobre o resultado
observado de um estado puro simples, o qual pode ser apenas um “click” de um
contador Geiger.

Um evento Unico nos diz muito pouco sobre o sistema quantico em estudo.
Assim, o postulado de Born é sempre complementado com explicacées que o
converte em assercdes estatisticas. Diz-se que experimentos envolvem
observacdes repetidas ou observacdes sobre um ensemble de sistemas simples.
Desta forma, o postulado 5 é convertido para a seguinte forma:

Postulado 5. Em um numero muito grande de medidas de um observavel
A, cada medida sendo feita em um ensemble de N sistemas todos no mesmo
estado | o >, entdo, se N é grande, nos resultados de quase todas as medidas,
uma fracdo | < a’ | a >/ > dos dados tem o valor a'.

Este € um enunciado fenomenoldgico que pode ser verificado
empiricamente. Ele ndo nos diz nada sobre o resultado de um sistema simples.
O resultado de cada medida sobre um ensemble constitui uma amostra, o qual



€ uma distribuicdo de N dados entre os valores a'. Ele ndo descreve nem o
resultado de um sistema simples nem o resultado de uma amostra simples,
mas sim, a estatistica de um grande niumero de amostras. Na pra’tica, fazemos
apenas poucas medidas ou , como 0s estatisticos dizem, tomamos algumas
poucas amostras. Em cada amostra, a fracdo de dados com um determinado &’
pode desviar de | < a’ | a >/ . Entretanto, este postulado nos assegura que se a
quantidade de amostras ou a dimensdo do ensemble for suficientemente
grande, entdo, mesmo que se fizermos somente uma medida sobre um
ensemble, a probabilidade é quase 1 de que teremos uma distribuicdo onde
uma fracdo | < a’ | a > ? dos dados tenha o valor a’.

O termo valor esperado < A >, é melhor entendido no contexto de um
sistema simples, onde isto ocorre com probabilidade. Quando convertemos a
situacdo para o0 enunciado estatistico, < A >, € mais apropriadamente
interpretado como o valor médio da distribuicdo de dados.

Comentarios

A estrutura da mecéanica quantica apresentada acima mostra uma
peculiaridade: Os conceitos nos postulados 1 a 4 sdo completamente
diferentes dos conceitos contidos no postulado 5, e pouca explicacdo é dada
para a mistura dos mesmos. Mecéanica quantica nos da duas descri¢cdes que
diferem em natureza, assunto e tratamento. As caracteristicas descritas pelo
vetores estado (kets) sdo ndo-classicas ; elas sdo extremamente complexas e
estranhamente emaranhadas quando expressa em termos classicos. Além da
sua “ndo-classicalidade” , a descricdo do ket € apropriada; ela é
essencialmente a descricdo de um sistema simples evoluindo de acordo com
uma equacdo de movimento. A descricdo oferecida pela estatistica dos
autovalores é exatamente o oposto. As caracteristicas que ela descreve sédo
classicas e familiares. Mas apesar de sua “classicalidade”, ela tem a aparéncia
de um bastardo; ela se aplica ndo a um sistema simples, mas somente a
ensembles, e é abruptamente “atirada” sem qualquer palavra sobre suas leis
de movimento; ela é meramente o resultado do “colapso” das caracteristicas
nao classicas. O ponto crucial € que mecanica quantica ndo fornece nenhuma
correlacao substancial entre as duas descricfes. A Unica relacdo entre elas é
formal e abstrata. Tal relacéo € fornecida pelo observavel, cujos auto- estados
contribuem para a descricdo do estado e cujos autovalores para a descricdo
estatistica.
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